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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
Методические указания предназначаются для студентов заочного от-
деления и ставят своей целью помочь студенту самостоятельно, без помо-
щи преподавателя, овладеть методами решения задач по курсу высшей ма-
тематики. 
Материал в пособии изложен в соответствии с принятой учебной 
программой и разбит на три части. Настоящая, первая, часть содержит раз-
делы: элементы линейной и векторной алгебры, аналитическая геометрия 
на плоскости и в пространстве. Во второй части рассматриваются  введе-
ние в анализ и дифференциальное исчисление. Третья часть посвящена ин-
тегральному исчислению, функциям нескольких переменных и дифферен-
циальным уравнениям. 
В каждой главе представлены основные математические понятия и 
теоретические сведения, необходимые для решения задач. Кроме того, 
приводится большое  количество задач с подробными разъяснениями ре-
шения и, применяемыми для решения методами. Некоторые задачи связа-
ны с приложениями математики в экономике; ряд заданий предлагается 
для самостоятельных упражнений. 
Задачи, которые приводятся в данной работе, большей частью явля-
ются типовыми. Это сделано для того, чтобы дать студенту-заочнику неко-
торый минимум, необходимый для усвоения вузовской программы курса 
высшей математики и выполнения контрольных заданий, предусмотрен-
ных программой. 
Данное пособие может быть использовано и студентами очной фор-
мы обучения при выполнении индивидуальных домашних заданий. 
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1. ЭЛЕМЕНТЫ  ЛИНЕЙНОЙ  АЛГЕБРЫ 
 
§1. МАТРИЦЫ  И  ДЕЙСТВИЯ  НАД  МАТРИЦАМИ 
 
Матрицей размеров m x n называется прямоугольная таблица из m x n 
чисел, содержащая m строк и n столбцов. 
Обозначения матрицы: 
A  = 
mnm aaa
aaa
aaa
  …    
              ………… 
 …     
          …    
m21
2n2221
1n1211
  или A  = (
i j
a ) nm  , 
где jia  – элемент матрицы, расположенный в i -й строке и j -м столбце 
( i =1, 2,…,m ; j =1, 2,…., n ). 
Например, матрица     A  = 
 
8   7     2   0
5   6-   3   2
        
       имеет размеры 2x4, а      
матрица – столбец  B  = 
 
7
2
0
 имеет размеры 3x1. 
Матрица A  называется квадратной, если число ее строк равно числу 
столбцов, т.е. nm  (n – порядок матрицы): A  =
nnn2n1
2n2221
1n1211
  …    
   ………… 
 …     
      …    
aaa
aaa
aaa
. 
Элементы  a 11, a 22, …,  a nn  образуют главную диагональ матрицы.  
Квадратная матрица называется единичной, если все элементы глав-
ной диагонали равны 1, а остальные элементы матрицы равны 0; обознача-
ется единичная матрица буквой  E . 
E  = 
  1   ...   0   0 
................
0   ...   1   0 
0   ...   0   1 
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Квадратная матрица вида 
nn
n
n
a
aa
aaa
...00
............
...0
...
222
11211
называется треугольной.  
 
Сложение  матриц 
 
Суммой двух матриц A  = ( jia )mxn и B = ( jib )mxn называется матрица  
С= ( jic )mxn, элементы которой jijiji bac   (i =1, 2, …, m ; j =1, 2, …, n ). 
Обозначение BAC . 
           Найти сумму матриц    A= 
 
3    4    1-
1    3-   2 
        
   и  B  = 
 
3-    2     3
2-     1     0
        
. 
Решение. Складываем соответствующие элементы матриц A  и B . 
 
  BA  = 
 
3-3      24      31-
2-1       1 3-     02 
        
 = 
 
0       6       2
1-     2-     2
        
. 
 
Умножение  матрицы  на  число 
 
Произведением матрицы    A= 
nmji
a  на число k  называется мат-
рица, каждый элемент которой получается умножением соответствующих 
элементов матрицы A  на число k .  
Обозначение  Ak . 
          Найти матрицу B  = 3 A , если  A= 
   1-    2  
4     3  
2-    1  
. 
Решение.    AB 3  = 
(-1)3     23
43    33 
(-2)3     13 
 = 
3-     6 
12      9 
6-     3 
. 
Операции сложения матриц и умножения матрицы на число называ-
ются линейными. 
Линейные операции обладают следующими свойствами:  
ABBA , )()( CBACBA , AA 0 , 
,   0 0,   k A k A A k A k A A , 
1 
2 
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где  CBA ,,  – матрицы;  
,k  – действительные числа; 
0 – матрица, состоящая из нулей. 
 
Умножение  матриц 
 
Умножение двух матриц  A  и B  определяется только в предположе-
нии, что число столбцов первой матрицы A  равно числу строк второй мат-
рицы B . 
 
Пусть 
kmji
aA   и nkji
bB . 
 
Произведением матрицы  A  на матрицу B  называется матрица C , 
элементы которой jic ( 1,2,..., ;   1,2,..., )i m j n  равны сумме произведений 
элементов i -й строки матрицы A  на соответствующие элементы j -го 
столбца матрицы B . 
Итак, Amxk B kxn = Cmxn. 
 
         Найти произведение матриц BA , 
если       A= 
 
0     2-     4     1   
1      3       2     1- 
        
   и    B  = 
 
4    3-
2     1  
3    2-
1     0  
        
. 
 
Решение.    A 2x4 
.
B 4x2  = C 2x2  =  
2221
1211
cc
cc
. 
Вычисляем элементы матрицы C . Элемент 11c  равен сумме произве-
дений элементов  первой строки матрицы A  на соответствующие элементы 
1-го столбца матрицы B .  
43113220111c . 
Точно также элемент 12c  равен сумме произведений элементов первой 
строки матрицы А на соответствующие элементы 2-го столбца матрицы B .    
154123321112c . 
Аналогично вычисляем 21c   и 22c : 
103012240121c ,    94022341122c . 
 
C = 
 9    10- 
15     4-  
. 
3 
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Умножение матриц обладает следующими свойствами: BCACAB , 
kBABkAABk ,   BCACCBA ,  
где  CBA ,, –матрицы,  
k  – действительное число. 
 
Переместительным свойством умножение матриц, в общем случае, не 
обладает, т. е. BAAB . В тех случаях, когда BAAB , матрицы A  и B  назы-
ваются перестановочными. Если A  – квадратная матрица, а Е – единич-
ная, то справедливо равенство AEAAE . 
 
§2. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 
 
Каждой квадратной матрице A  можно поставить в соответствие чис-
ло, называемое ее определителем, или детерминантом. Порядок определи-
теля равен порядку матрицы. 
 
Определители  второго  порядка 
 
Пусть дана квадратная матрица второго порядка   A=
2221
1211
aa
aa
. 
Определителем второго порядка  (матрицы A ) называется число, 
равное  12212211 aaaa . 
 
Обозначения: 
Δ = D( A ) = det A  = 
2221
1211
aa
aa
 = 12212211 aaaa .                 (1.1)  
        Вычислить определители:     
43
21
     и    
53
24
. 
Решение. Применяя формулу  (1.1), получим 
 
1 2
1 4 3 2 2
3 4 ,   
4 2
4 5 2 3 26
3 5 . 
 
Определители  третьего  порядка 
 
Рассмотрим квадратную матрицу третьего порядка 
 
A  = 
333231
232221
131211
aaa
aaa
aaa
. 
Минором i jM  элемента i ja  матрицы A  называется определитель мат-
рицы, полученной из A  вычеркиванием i -той строки  и j -того столбца. 
4 
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Например, 
3331
2321
12
aa
aa
M ,   
2321
1311
32
aa
aa
M . 
 
Алгебраическим дополнением i jA  элемента i ja  называется произве-
дение ji
ji M1 . 
ji
ji
ji MA 1 .                                           (1.2) 
 
Например, 
1 2 21 23
12 12
31 33
1
a a
A M
a a
. 
 
Определителем третьего порядка  (матрицы A ) называется число, 
равное сумме произведений элементов первой строки на соответствующие 
алгебраические дополнения. 
Обозначения: 
det A  = 131312121111
333231
232221
131211
AaAaAa
aaa
aaa
aaa
.                   (1.3)  
 
        Вычислить определитель 
234
310
521
. 
 
Решение. Применяя формулу (1.3), получим 
 
11 12 13
1 2 5
0 1 3 1 2 5 1 1
4 3 2
A A A
1+1 1 3
3 2
1 2 1 30 3 0 1
2 1 5 1
4 2 4 3
143053420233211  
720241145122111 . 
Точно так же, как мы ввели понятие определителя третьего порядка, 
вводятся  понятия определителей четвёртого, пятого и т. д. порядков. 
 
§3.  РЕШЕНИЕ  СИСТЕМ  ЛИНЕЙНЫХ  УРАВНЕНИЙ 
 
Пусть дана система трёх линейных уравнений с тремя неизвестными 
 
,
,
,
3333232131
2323222121
1313212111
bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa
                                      (1.4) 
где коэффициенты jia  ( i  = 1, 2, 3;  j =1, 2, 3) и свободные члены 321 ,, bbb  – 
известные числа;   321 ,, xxx   – неизвестные. 
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Система чисел ( 321 ,, xxx ) называется решением системы (1.4), если 
при подстановке этих чисел во все уравнения системы получаются тожде-
ственные числовые равенства. 
Главным определителем системы называется определитель матрицы, 
составленной из коэффициентов при неизвестных     Δ = 
333231
232221
131211
aaa
aaa
aaa
. 
 
Метод  Крамера 
 
Заменим по очереди столбцы в определителе  Δ столбцом свободных 
членов и получим следующие определители: 
 
Δ
1x  = 
33323
23222
13121
aab
aab
aab
   ,    Δ
2x  =  
33331
23221
13111
aba
aba
aba
 ,  Δ
3x  =  
33231
22221
11211
baa
baa
baa
 . 
 
Если определитель Δ ≠ 0 ,то система уравнений (1.4) имеет единст-
венное решение, которое может быть найдено по формулам Крамера: 
                 x1= 
1x ;    x2 = 
2x ;    x3=  
3x .                                 (1.5) 
 
        Решить систему уравнений: 
 
1 2 3
1 2 3
1 2 2
3 2 7,
4 3 2 4,
2 3 13.
x x x
x x x
x x x
 
 
Решение. Вычислим главный определитель системы 
 
Δ= 
312
234
213
 = 3 
31
23
  - (-1)  
32
24
 + 2 
12
34
 = 
=3(-9 –2) + (12-4) + 2(4+6)= - 5 0. 
 
Вычислим вспомогательные определители 
 
 Δ 1x  =
3113
234
217
= -5;      Δ 2x  = 
3132
244
273
  = - 10;      Δ 3x =
1312
434
713
= -15.         
6 
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По формулам (1.5) находим, что 1x =
5
5
=1 ,  2x =
5
10
=2,  3x =
5
15
=3. 
Итак, получилось решение системы (1; 2; 3). 
 
Обратная  матрица  и  её  применение  к  решению  систем 
линейных  уравнений 
 
Дана квадратная матрица 
 
A=
nnnn
n
n
aaa
аaa
aaa
...
..........
...
......
...
21
22221
11211
. 
 
Матрица 1A  называется обратной матрице A , если AAAA 11 , 
где  – единичная матрица. Обратную имеет только та матрица A , опреде-
литель которой отличен от нуля, т. е. Δ  0. 
 
Обратная матрица находится по формуле 
 
       A
-1
= 1  
nnnn
n
n
AAA
AAA
AAA
21
22212
12111
..........
...
.....
...
,                                     (1.6) 
 
где  i jA – алгебраическое дополнение соответствующего элемента i ja . 
Обратите внимание, что алгебраические дополнения строки записы-
ваются в столбец. 
        Найти матрицу A -1, если  A=
312
234
213
. 
Решение. Определитель этой матрицы вычислен в примере 6: Δ = -5. 
Следовательно, данная матрица имеет обратную матрицу. Найдём ал-
гебраические дополнения матрицы А: 
 
11A = (-1)
1+1
 
31
23
 = -9 -2=-11, 
12A  = (-1)
1+2
 4 2
2 3
 = -(12 -4)= -8, 
13A  = (-1)
1+3
 4 3
2 1
 = 4 +6 = 10, 
21A  = (-1)
2+1
 = 
31
21
 = - (-3 –2) = 5, 
7 
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22A  = (-1)
2+2
 3 2
2 3
 = 9 –4 = 5, 
23A  = (-1)
2+3
 
12
13
 = -(3+2) = - 5, 
 
31A  = (-1)
3+1
 
23
21
 = -2 +6 = 4, 
32A  = (-1)
3+2
 3 2
4 2
 = - (6 –8) = 2, 
33A  = (-1)
3+3
 3 1
4 3
 = -9 +4 = -5. 
 
Составим обратную матрицу по формуле (1.6). 
 
A
-1
 = – 
5
1
 
5510
258
4511
. 
 
Правильность нахождения обратной матрицы A -1 можно проверить по 
определению, т. е. AA -1 =E. 
Рассмотрим решение системы линейных уравнений с помощью об-
ратной матрицы (матричный метод): 
.
,
,
3333232131
2323222121
1313212111
bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa
 
 
Запишем матрицу, составленную из коэффициентов при неизвестных, 
 
A  = 
333231
232221
131211
aaa
aaa
aaa
. 
Неизвестные образуют матрицу – столбец X  = 
3
2
1
x
x
x
, свободные члены 
образуют матрицу – столбец B  = 
3
2
1
b
b
b
. Тогда систему уравнений можно за-
писать в матричной форме BXA . Умножим  обе части уравнения  слева на 
обратную матрицу  A -1 (считаем, что Δ  0).  
 13 
Получим A -1
1
AX A B  . Так как A -1 A  =E, то имеем E BAX 1 . Зная, 
что  E XX , получим                            
BAX 1 .                                                  (1.7) 
Итак, для определения X  нужно составить обратную матрицу A -1 и 
найти произведение A -1 B . 
 
          Решить систему уравнений матричным методом 
.1332x
,4234
,723x
321
321
321
xx
xxx
xx
 
Решение. 
A  = 
312
234
213
,    Δ =  -5. 
 
Обратная матрица A -1 была найдена в примере 7: 
 
        A
-1
 = -
5
1
 
5510
258
4511
,              X  = 
3
2
1
x
x
x
,              B  = 
13
4
7
. 
 
Найдём матрицу X  по формуле (1.7). 
 
5510
258
4511
5
11BAX  · 
13
4
7
 = -
5
1
13545710
1324578
13445711
 = -
5
1
15
10
5
 = 
3
2
1
. 
 
Итак, 1x  =1, 2x  = 2, 3x = 3. 
 
Метод  Гаусса 
(метод  последовательного  исключения  неизвестных) 
 
Этот метод основан на преобразовании данной системы линейных 
уравнений к эквивалентной системе. 
Две системы линейных уравнений называются эквивалентными, или 
равносильными, если множества их решений совпадают. 
К эквивалентным преобразованиям системы относятся: 
- перестановка уравнений;  
- почленное умножение обеих частей уравнения на число, отличное от 
нуля; 
- почленное сложение одного уравнения с другим. 
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Решая систему линейных уравнений методом Гаусса, перечисленные 
преобразования совершают не над уравнениями, а над строками расши-
ренной матрицы 
A | B  = 
3
2
1
333231
232221
131211
b
b
b
aaa
aaa
aaa
. 
 
Проиллюстрируем метод Гаусса на примере 9.  
 
           Решить систему уравнений методом Гаусса: 
 
.1332x
,4234x
,723
321
321
321
xx
xx
xxx
 
Решение.  
Составим расширенную матрицу системы и преобразуем её так, чтобы 
матрица А была приведена к треугольной. 
A | B   = 
13
4
7
312
234
213
       ~   поменяем местами 1-ю и 2-ю строки.  
 
       ~  
13
7
4
312
213
234
 (-1)   ~  умножим 2-ю строку на (-1) и сложим с 
первой. 
            (-3) 
          ~ 
13
7
3
312
213
021
 Умножим 1-ю строку на (-3) и сложим                                                           
со второй. Затем умножим 1-ю строку на (-2) и сложим с 3-й строкой. 
         ~  
19
16
3
350
250
021
   (-1) ~   Умножим 2-ю строку на (-1) и сложим с 
третьей строкой. 
               
1 2 0 3
0 5 2 16
0 0 1 3
·
5
1
    Умножим 2-ю строку на .
5
1
 
     
3
5/16
3
100
5/210
021
     Получим треугольную матрицу. 
9 
 (-2)              
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Проведенные преобразования называются прямым ходом методом Га-
усса. 
В результате этих преобразований получили более простую систему 
уравнений 
,
.3
5
16
5
2
,32
3
32
21
x
xx
xx
 
Отсюда легко найти значения 321 ,, xxx .  Итак, 3x  = 3. 
Подставляя х3 = 3 во второе уравнение, находим 2x : 
2x +
5
16
5
6
 или 2x  = 2. 
Далее находим 
1
x :              
1
x - 4 = -3,  1x  = 1. 
Система решена. 
Ответ: (1; 2; 3). 
 
Примеры  для  самостоятельных  упражнений 
 
Решить систему линейных уравнений тремя методами, перечислен-
ными выше. 
 
                              
.1278
,7532
,8852
321
321
321
xxx
xxx
xxx
 
 
                              
.053
,21325
,452
321
321
321
xxx
xxx
xxx
 
 
Ответы:    10.  (3; 2; 1).     11.  (-4; -2; 2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
11 
10 
 16 
2. ВЕКТОРНАЯ  АЛГЕБРА 
 
§1. ПОНЯТИЕ  ВЕКТОРА.  ЛИНЕЙНЫЕ  ОПЕРАЦИИ                       
НАД  ВЕКТОРАМИ 
 
Вектором называется направленный отрезок, имеющий определён-
ную длину. Одна из ограничивающих его точек принимается за начало, а 
вторая – за конец. Если А – начало вектора, а В – его конец, то  вектор обо-
значается символом AB . Вектор можно обозначать одной строчной буквой 
с чёрточкой наверху:  a

. На чертеже вектор изображается стрелкой. 
                                                   
                                                                               
                              
                      
 
Рис. 2.1 
Длина вектора a

 называется его модулем и обозначается символом a

. 
 
Вектор a

, модуль которого равен единице, называется единичным, 
a

= 1. 
Два вектора называются равными, если они имеют одинаковые длины 
и направления. 
Векторы, лежащие на одной прямой или на параллельных прямых, на-
зываются коллинеарными. 
Векторы, лежащие в одной плоскости, называются компланарными. 
К линейным операциям над векторами относятся сложение векторов, 
вычитание, умножение на число. 
 
Сложение 
 
Суммой двух векторов a

 и b

 называется третий вектор c

, соеди-
няющий начало первого вектора a

 с концом второго вектора b

 при усло-
вии, что начало второго совмещено с концом первого. 
 
                                                                           
                                                                                              
                                                                      
 
Рис 2.2 
 
 
В 
a

А 
c a b
b

a

c

a

b

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Суммой нескольких векторов является вектор, соединяющий начало 
первого слагаемого вектора с концом последнего при условии, что начало 
каждого последующего вектора совмещено с концом предыдущего. 
 
                                                                                                    
 
                                                                                                                                                                                                    
                   
           s a b c d                                         s a b c d                                           
  
                 Рис. 2.3                                                        Рис. 2.4 
 
Вычитание 
 
Два вектора называются противоположными друг другу, если они 
имеют равную длину, расположены на одной прямой или на параллельных 
прямых и направлены в противоположные стороны. 
                                     
                                        
                                                      - 
                                      
Рис. 2.5 
 
Разностью двух векторов a

 и b

 называется сумма уменьшаемого 
вектора a

 и вектора, противоположного вычитаемому b

. 
                                      
 
                                                                                
   
                                                                       
                                                Рис. 2.6 
 
Умножение  на  скаляр 
 
Произведением вектора a

 на скаляр  называется новый вектор a

, 
который коллинеарен вектору a

, имеет длину b

 = a

 и сонаправлен с 
вектором a

, если  > 0, и противоположно направлен, если  < 0. 
                   
                                                                   
                         
 
Рис. 2.7 
a

a

a

b
 a c a b
b

c

.c a b a b
a

b
 b a
b
 c
da
 a
b
 c
s
d
s
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§2. ПРОЕКЦИЯ   ВЕКТОРА   НА   ОСЬ 
 
Координаты  вектора 
 
Пусть дан вектор AB  =a

. Найдем его проекцию на ось Ox. 
                         
                                            А1 и В1 – проекции точек А и В на ось Ox. 
                                        x1 – координата точки А1, 
                                          x2 – координата точки В1.      
                                  
 
 
            Рис. 2.8 
 
Разность x2 – x1 = А1В1 называется проекцией вектора AB  на ось Ox и 
обозначается следующим образом: прOx AB  = x2 – x1. 
Проекции вектора a

 на оси координат называются координатами век-
тора                    прOx a

 = x,     прOy a

 = y,    прOz a

 = z.                             (2.1) 
 
Свойства  проекции  вектора 
 
1. Проекция вектора  a

  на ось  Ox  равна произведению модуля этого 
вектора на косинус угла между вектором и осью. Угол между вектором и 
осью – это наименьший угол φ, на который нужно повернуть ось, чтобы её 
направление совпадало с направлением вектора. 
                      
                              
                                                                                             
 
 
                                
 
                   Рис. 2.9 
2. Проекция суммы векторов на ось  Ox  равна сумме  проекций сла-
гаемых векторов на эту ось. 
                           
 
                    
                                                            
            
       
                         
                                                          
В 
А 
В1 
2x
А1   о  
1x
x 
a

a
 x пр0х 0 
cosa a (2.2) 
Рис. 2.10 
пр0х  (a

+b ) = пр0х  a

+ пр0х  b           пр0х  a

  пр0х  b  
a

+b

 
b

a

пр0х  (a

+b ) 
(2.3) 
x 0                                            
пр0х 
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3. Проекция произведения скаляра на вектор равна произведению это-
го скаляра на проекцию вектора на эту же ось. 
 
                            
 
                                                                                     
            
        
                                                     
 
 
Рассмотрим прямоугольную систему координат в пространстве  Oxyz . 
На каждой оси выберем единичный вектор, направление которого совпада-
ет с направлением оси. 
Построим в этой системе вектор  OM  =a

, начало которого совпадает 
с началом координат, а конец – с точкой  М (x;y;z). 
                          
                      
                
 
                       
                i                          
                  
             
 
                       
 
Проведя через конец вектора  OM a   плоскости, параллельные ко-
ординатным плоскостям, получим параллелепипед, одной из диагоналей 
которого является вектор OM a . 
Обозначим вершины параллелепипеда, лежащие на осях координат, 
буквами  М1,  М2 и  М3, а вершину, лежащую в плоскости  Oxy, буквой Р и 
построим векторы  ,1OM ,2OM ,3OM PMPM ,1 . 
 
Из определения суммы нескольких векторов находим 
a

=OM 1OM PMPM1 . Но так как 1M P  = 2OM ,PM = 3OM , то  
a

= 
1OM 2OM ,3OM  
,1OM ,2OM ,3OM  – составляющие вектора a

 по осям  Ox,  Oy,  Oz.  
Отрезки  ОМ1 =   прOx a

 = x,  ОМ2 = прOy a

 =  y, 
3
OM  = прOz a

 = z. 
  
a

a

a

пр0х 
пр0х ( a

) = проxa   
    0         пр0х  ( a

)            x 
Рис. 2.11 
z 
M3
k             M 
j
О                            M2           y  a

  x         М1                      P 
Рис. 2.12
(2.4) 
, ,i j k  – единичные взаимно 
перпендикулярные векторы 
(орты). 
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Тогда 
1OM = ОМ1· i  = x · i ,   2OM  = ОМ2 · j  = y · j ,   3OM  = OM3 · k  = z · k . 
Отсюда   
a

= x i  + y j  + z k   или  a

  = х; ;y z ,                        (2.5) 
где  x,  y,  z – координаты вектора  a

.  
Вектор a

= OM является диагональю параллелепипеда. Тогда на ос-
новании теоремы о длине диагонали прямоугольного параллелепипеда 
можно записать 
2 2 2 22
1 2 3 ,a OM OM OM OM  
1
,OM x      
2
,OM y       
3
.OM z  
2 2 2 2 ,a x y z  
.222 zyxa

                                        (2.6) 
Модуль вектора равен корню квадратному из суммы квадратов его 
координат. 
Рассмотрим вектор  AB . Пусть А (x1; y1; z1) и В(x2; y2; z2). Тогда проек-
ции вектора на оси координат (или координаты вектора) запишутся так: 
прOx AB =x2-x1,      прOy AB =y2-y1,      прOz AB =z2-z1. 
Следовательно, вектор AB   имеет вид 
 
AB  = (x2 – x1) i  + (y2 – y1) j  + (z2 – z1) k  , 
и его модуль, согласно формуле, равен 
 
2 2 2
2 1 2 1 2 1
( ) ( ) ( ) .AB x x y y z z  
Координаты коллинеарных векторов  a

= .;; 111 zyx  и b  = .;; 222 zyx  
пропорциональны:   .
2
1
2
1
2
1
z
z
y
y
x
x
 
 
         Найти модуль вектора  AB , если  А(1; 2; 3),  В(2; 4; 6). 
 
Решение. 
Найдем координаты вектора  AB . Для этого нужно из координат кон-
ца вектора вычесть координаты начала: 
x2 – x1 = 2 –1 = 1,  y2 – y1  = 4 – 2 = 2,  z2 – z1 = 6 – 3 =3. 
Итак, вектор  AB   можно теперь записать в виде  AB  = ;3;2;1  и, ис-
пользуя формулу (2.6), найти его модуль   .14321 222BA

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§3. СКАЛЯРНОЕ  ПРОИЗВЕДЕНИЕ  ВЕКТОРОВ 
 
Определение. Скалярным произведением векторов  a

 и b   называется   
число, равное произведению модулей этих векторов на  косинус угла меж-
ду  ними. 
                        a b a b  cos b,^a .                                   (2.7) 
 
Свойства  скалярного  произведения 
 
1. Переместительное свойство 
a b= b a . 
2. Сочетательное свойство относительно  скалярного множителя 
).()()( bababa
  
3. Распределительное свойство 
a b c a c b c . 
4. Условие перпендикулярности двух векторов. 
Скалярное произведение перпендикулярных векторов равно нулю 
a  ,  b   (a,^ b) = 900. 
a b= .90cos 0ba

 
5. Скалярное произведение вектора самого на себя. 
Скалярный квадрат вектора равен квадрату модуля 
a  · a  = a 2 = .
2
a

 
Скалярное произведение векторов, заданных своими координатами  
( a = 111 ;; zyx ,   b  = 222 ;; zyx ), равно сумме произведений  соответствую-
щих координат. 
                        a b= x1x2 + y1y2 + z1z2.                                     (2.8) 
 
           Найти угол между векторами 
a  = i  + 2 j  + 3 k    и  b  = 6 i  + 4 j  – 2 k . 
 
Решение.  
a b= ,cos),cos( bababa
   ).;( ba

 
Отсюда       cos φ  = .
ba
ba


 
Используя формулу  (2.8), найдем   a b= 1·6 + 2·4 + 3·(-2) = 8. 
 
13 
 22 
Найдем a

  и  b

 по формуле  (2.6) 
14321 222a            .142)2(46 222b

 
 
Следовательно,   ,
7
2
14214
8
cos       .
7
2
arccos  
         Найти проекцию вектора  a= i  – j  + 5 k  на вектор  b  ={2; -2; 1}. 
 
прb  a

= cos( ^, ) .
a b a b
a a b a
a b b
 
прb  a

  = ,3
3
9
1)2(2
15)2)(1(21
222
  прb  a

 = 3. 
 
§4. ВЕКТОРНОЕ  ПРОИЗВЕДЕНИЕ  ВЕКТОРОВ 
 
Определение. Векторным произведением вектора  a

  на вектор  b    
называется вектор  c  = a

xb , который удовлетворяет трём условиям: 
 
1) модуль вектора  c   численно равен площади параллелограмма, по-
строенного на векторах  a

  и b  , т. е. );,^sin( babac

 
2) вектор c   перпендикулярен векторам  a

 и  b , т. е. c  a

  и c b ; 
3) вектор  c   направлен так, что если смотреть из его конца на плос-
кость, в которой лежат векторы  a

  и  b , то кратчайший поворот от a

  к b   
осуществляется против часовой стрелки.  
 
 
                                
                                 c   
 
 
                         
                            
                              
 
Рис. 2.13 
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Свойства  векторного  произведения 
 
1. Антипереместительное свойство 
a b b a . 
2. Распределительное свойство 
a b c a c b c . 
3. Сочетательное свойство относительно скалярного множителя 
).()()( bababa

 
4. Векторное произведение коллинеарных векторов равно нулю 
a a  = 0. 
Векторное произведение координатных ортов i ,  j   и  k : 
0,i i j j k k  
,i j j i k  
,j k k j i  
.k i i k j  
 
Векторное произведение векторов, заданных своими 
координатами 
 
Векторное произведение векторов  a

 = x1 i  + y1 j  + z1 k   и                           
b = x2 i  + y2 j  + z2 k   можно найти по формуле  
 
                                   .
222
111
zyx
zyx
kji
ba


                                            (2.9) 
Векторное произведение   a b  равно определителю 3-го порядка, где 
в первой строке стоят единичные векторы i , j , k , а во 2-й и 3-й – коорди-
наты векторов a

 и b . 
 
            Найти векторное произведение векторов 
a

= 2 i  + 3 j  + 5 k   и  b = i  + 2 j  + k . 
Решение. Воспользуемся формулой (2.9). 
a b  =
kji
kjikji
kji



37
)34()52()103(
21
32
11
52
12
53
121
532
 
15 
 24 
Итак,  a b = -7 i  + 3 j + k . 
 
           Вычислить площадь треугольника с вершинами  
 
А(1; 1; 1.), В(2; 3; 4), С(4; 3; 2). 
Решение. 
Мы знаем, что модуль векторного произведения численно равен пло-
щади параллелограмма, построенного на этих векторах, а площадь тре-
угольника равна половине площади параллелограмма. Следовательно, 
нужно найти  AB AC ,  а    S = 1 .
2
AB AC  
Найдём векторы AB  и AC . 
AB  = {2-1; 3-1; 4-1} = {1; 2; 3} ,  AC = {4-1; 3-1; 2-1} = {3; 2; 1}. 
Определим  AB x AC . 
AB  x AC  = ,484
23
21
13
31
12
32
123
321 kjikji
kji


 
SΔ = 
2 2 2 21 1 1( 4) 8 ( 4) 4 6 2 6 .
2 2 2
AB AC ед  
 
Примеры для самостоятельных упражнений 
 
 
               Найти модуль вектора  AB , если  А(2; 1; -4), В(-1; 5; -4). 
 
               Найти угол между векторами  a

  и  b , если a

 = {2; 1; -2} и                   
b  = {1; -4; 2}. 
 
               Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах  
a

 = 5 i  – 4 j  + 7 k   и  b  = i  + j  –2 k . 
 
Ответы:  17.  BA

 = 5,   18.  /015115 ,  19.  S = 19,29 ед2. 
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3. АНАЛИТИЧЕСКАЯ  ГЕОМЕТРИЯ                     
В  ПРОСТРАНСТВЕ 
 
§1. ПЛОСКОСТЬ  В  ПРОСТРАНСТВЕ 
 
Нормальный  вектор  плоскости.  Уравнение  плоскости, 
проходящей  через  данную  точку 
 
Рассмотрим в пространстве некоторую плоскость α. Её положение оп-
ределяется заданием вектора  N , перпендикулярного этой плоскости, и не-
которой точки M(x0; y0; z0), лежащей в плоскости. 
Вектор N , перпендикулярный плоскости α, называется нормальным 
вектором. N  = {A; B; C}. 
 
                    
 
                                               
 
                      
                                                                  Рис.3.1 
 
Найдём уравнение плоскости, проходящей через точку М0. Для этого 
зададим на плоскости α произвольную точку М(x, y, z) и построим вектор 
MM 0 . Определим координаты вектора MM 0  = {x-x0; y-y0; z-z0}. 
Вектор N 0MM , поэтому скалярное произведение  N  
. 
MM 0 =0. По-
скольку нам известны координаты векторов N  и MM 0 , то скалярное про-
изведение запишем в виде: 
),()()( 0000 zzCyyBxxAMMN  и, следовательно, 
.0)()()( 000 zzCyyBxxA                             (3.1) 
 
Мы получили уравнение плоскости, проходящей через заданную точку. 
 
Общее  уравнение  плоскости 
 
Раскроем скобки в уравнении (3.1): 
.0000 CzCzByByAxAx  
Соберём вместе свободные члены: 
0)( 000 CzByAxCzByAx . 
M 
0
M
N
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Обозначим DCzByAx )( 000 , так как это есть число. 
Уравнение запишется в виде 
                       .0DCzByAx                                    (3.2) 
Это и есть общее уравнение плоскости. 
 
Расстояние  от  точки  до  плоскости 
 
Пусть заданы точка М0 (x0; y0; z0)  и плоскость  уравнением 
.0DCzByAx                
                             
                                                             
 
 
 
                                                      0 0 0
2 2 2
.
Ax By Cz D
d
A B C
                    (3.3) 
Решим несколько примеров на использование приведенных выше 
формул. 
 
       Найти уравнение плоскости, проходящей через точку М (2; -3; -7) 
перпендикулярно вектору N  = {2; -6; -3}. 
 
Решение. 
Воспользуемся уравнением (3.1). 
0 0 0( ) ( ) ( ) 0,A x x B y y C z z  
0))7((3))3((6)2(2 zyx . 
Преобразуем уравнение к виду (3.2). 
.043362
,021318642
zyx
zyx
 
        Найти уравнение плоскости, проходящей через 3 данные точки  
М1(1; 2; 3)  ,M2(4; -1; -2)  , M3(4; 0; 3). 
Решение. 
Чтобы найти уравнение плоскости, нужно знать точку на плоскости и 
нормальный вектор N . Итак, наша задача найти вектор N . Изобразим на 
рисунке условия задачи. 
                                                             
 
 
 
 
                                    Рис. 3.3 
20 
21 
1M
2M
3M
Построим векторы 21MM  и  
31MM  и найдем их координаты. 
M 
0
M  
 
d  
N  
Расстояние d между ними – это длина  
 перпендикуляра, опущенного из точки  
0
M на плоскость , и оно определяется  
 по формуле 
Рис. 3.2                             
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1 2
1 3
{4 1; 1 2; 2 3} {3; 3; 5}
{4 1;0 2;3 3} {3; 2;0}.
M M
M M
 
Векторное произведение векторов 
21MM  и 31MM  даст вектор, перпенди-
кулярный нашей плоскости, следовательно, его можно принять за вектор N .                                              
                             N = 21MM 31MM .                                         (3.4) 
Воспользуемся формулой, позволяющей найти векторное произведе-
ние векторов, заданных своими координатами: 
3 5 3 5 3 3
3 3 5 10 15 3 .
2 0 3 0 3 2
3 2 0
i j k
N i j k i j k  
 
Итак  N  = {-10; -15; 3}. 
Воспользуемся уравнением плоскости, проходящей через заданную 
точку М1 (1; 2; 3). 
.0)3(3)2(15)1(10 zyx  
 
Упростим уравнение 
10 10 15 30 3 9 0,
10 15 3 31 0.
x y z
x y z
 
Задача решена. 
 
       Найти расстояние от точки M(2; -1; -1) до плоскости  
       16 12 15 4 0x y z . 
 
Решение. Воспользуемся формулой (3.3). 
 
x0 = 2,  y0 = -1,  z0 = -1. 
A = 16,  B = -12, C = 15. 
 
.1
25
25
625
4151232
15)12(16
4)1(15)1)(12(216
222
d  
d = 1. 
 
§2. ПРЯМАЯ  ЛИНИЯ  В  ПРОСТРАНСТВЕ 
 
Рассмотрим систему уравнений 
 
                                 
1 1 1 1
2 2 2 2
A 0,
0.
x B y C z D
A x B y C z D
                                      (3.5) 
Каждое из этих уравнений определяет плоскость. Если эти плоскости 
не параллельны, то система (3.5) определяет прямую как линию пересече-
ния двух плоскостей. 
22 
 28 
Уравнения (3.5) называют общими уравнениями прямой. 
Пусть на прямой  α задана точка М0(x0; y0; z0) и известен вектор            
S  = {m; n; p}, параллельный данной прямой. 
Вектор S , параллельный данной прямой, называется направляющим 
вектором этой прямой. 
                    
                                                            
                             S  
         
MM 0  = {x – x0; y – y0; z – z0}.  Вектор 
MM 0 коллинеарен вектору S , поэтому их координаты пропорциональны, 
т. е. 
                              .
000
p
zz
n
yy
m
xx
                                   (3.6) 
Эти уравнения называются каноническими уравнениями прямой. 
 
Уравнения  прямой,  проходящей  через  две  заданные  точки 
 
Пусть дана прямая L и две точки М1 (x1; y1; z) и М2 (x2; y2; z), лежащие 
на этой прямой. 
                         
 
                                
                        Рис. 3.5 
 
1 1 1 1
1 2 2 1 2 1 2 1
; ; ,
; ; .
MM x x y y z z
M M x x y y z z
 
Векторы MM1  и 21MM  коллинеарны, следовательно, их координаты 
пропорциональны, и можно записать. 
                              .
12
1
12
1
12
1
zz
zz
yy
yy
xx
xx
                                  (3.7) 
 
Получили уравнения прямой, проходящей через две точки. 
 
        Найти канонические уравнения прямой, проходящей  через точку  
        А(-2; 1; 3)  перпендикулярно плоскости  3x – 2y + z – 5 = 0. 
 
 
 
 
23 
M0M Зададим на прямой произволь-
ную точку М (x; y; z) и построим век-
тор MM 0 .  Найдём его координаты 
 
 
2M
ML 1M
Возьмём на прямой произволь-
ную точку М(x; y; z) и постро-
им векторы  MM1 и 21MM . 
Рис. 3.4    
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Решение.  
                  
                                                                                    
 
 
 
                                    Рис. 3.6 
 
Воспользуемся формулой (3.6) и получим искомые уравнения: 
 
.
1
3
2
1
3
2 zyx
 
 
       Найти уравнения прямой, проходящей через две точки 
        А (-1; 2; -2)и В (4; 1; 3). 
 
     Решение. Воспользуемся формулой (3.7): 
 
,
)2(3
)2(
21
2
)1(4
)1( zyx
        .
5
2
1
2
5
1 zyx
 
 
Задача решена. 
 
Примеры  для  самостоятельных  упражнений 
 
               Через точку М (2; 3; -1) провести плоскость параллельно 
               плоскости  2x – 3y + 5z – 4 = 0. 
 
 
               Найти уравнение плоскости, проходящей через три 
               заданные точки  М1 (1; 2; -1), M2 (-1; 0; 4), M3 (-2; -1; 1). 
 
               Найти уравнение прямой, проходящей через две точки 
       А (1; 2; -1) и B (0; 3; -4). 
 
Ответы:  25.  2x – 3y + 5z + 10 = 0.        
                26.  x – y + 1 = 0. 
                        27.  
.
3
1
1
2
1
1 zyx
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26 
27 
N
A
L 
Если прямая L  плоскости α, то 
она  параллельна вектору нормали 
этой плоскости. Значит, вектор N  
можно считать направляющим  
вектором  прямой.     N = {3; -2; 1}. 
 30 
2M                         yxM ;  
4. АНАЛИТИЧЕСКАЯ  ГЕОМЕТРИЯ                          
НА  ПЛОСКОСТИ 
 
§1. ПРЯМОУГОЛЬНЫЕ  КООРДИНАТЫ 
 
Прямоугольная система координат на плоскости определяется задани-
ем двух взаимно перпендикулярных прямых, на каждой из которых выбра-
ны положительное направление (отмеченное стрелкой) и единица масшта-
ба (рис. 4.1). Эти прямые называются осями координат: горизонтальная 
ось Ox – ось абсцисс, вертикальная ось Oy - ось ординат. Точка О  пересе-
чение осей – начало координат. 
 
                                                              
                                                              
                                                       
                                                              
 
        
 
 
 
 
 
             Рис. 4.1 
 
Точно также число, равное длине отрезка ОМ2, взятое со знаком «+», 
если точка М2 лежит выше точки О, и со знаком «-», если – ниже , называ-
ется ординатой точки М и обозначается буквой y . Числа x и y называются 
координатами точки М. Это записывается так: M(x; y). Каждой точке М в 
плоскости соответствует пара чисел – ее координаты и, наоборот, каждой 
паре чисел (x; y) соответствует на плоскости определенная точка. 
Оси координат делят плоскость на четыре части, называемые четвер-
тями, или квадрантами. Знаки координат точек по четвертям показаны на 
рисунке 4.1. 
Если точка лежит на оси ординат, то ее абсцисса равна нулю; если 
точка совпадает с началом координат, то обе ее координаты равны нулю. 
 
Расстояние  между  двумя  точками 
 
Если на плоскости даны две точки А(x1; y1) и B(x2; y2), то расстояние d 
между этими точками вычисляется по формуле 
 
                                  .)()(
2
12
2
12 yyxxd                                    (4.1) 
 (-;+)        y       (+;+)  
1    y 
0     1            1M      x 
 (-;-)                      V  (+;-) 
Пусть М – произвольная 
точка  плоскости. Опустим из нее 
перпендикуляры на оси коорди-
нат, М1 и М2 – их основания. Чис-
ло, равное длине отрезка ОМ1, в 
выбранной  единице масштаба 
(взятое со знаком «+», если точка 
М1 находится вправо от  точки О, 
и со знаком «-», если – влево) на-
зывается абсциссой точки М и  
обозначается буквой x .  
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В частности, расстояние точки  М(x; y) от начала координат О (0; 0) 
определяется по формуле ОМ = .
22 yx  
 
       Построить на плоскости треугольник с вершинами А(-1; -3), B(2; -3), 
       C(2; 1) и определить его периметр. 
           
Решение. 
 
                      
                                                              Строим указанные точки по их  
                                                              координатам (рис. 4.2). Вычисляем  
                                                              длины сторон АВС, пользуясь  
                                                              формулой (4.1): 
 
                                                             
 
                   
     
     Рис. 4.2              
 
Периметр треугольника    P = AB + AC + BC = 3 +4 +5  =12. 
 
Площадь  треугольника 
 
Если даны координаты вершин треугольника: A(x1; y1), B(x2; y2),    
C(x3; y3), то его площадь может быть вычислена по формуле 
                           .
111
2
1
321
321
yyy
xxx
S                                         (4.2)  
 
        Вычислить площадь треугольника АВС: А(-4; 2), D(0; -1), C(3; 3). 
 
Решение. Вычисляем определитель 
 
4 0 3
1 3 2 3 2 1
2 1 3 4 0 3 4( 4) 0 3 3 16 9 25,
1 1 1 1 1 1
1 1 1
 
21 25 12,5 .
2
S ед  
 
Деление  отрезка  пополам 
 
Пусть точки A(x1; y1) и В(x2; y2) являются концами отрезка АВ. Если 
точка М(х; у) делит отрезок пополам, то ее координаты равны полусуммам 
координат концов отрезка, т. е. 
28 
29 
y           C 
-1 
0 
А        -3            B 
x 
.4))3(1()22(
,5))3(1())1(2(
,3)33())1(2(
22
22
22
BC
AC
AB
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B 
                   ,
2
21 xxx         .
2
21 yyy                                    (4.3) 
         Даны вершины треугольника A(3; 5), B(-3; 3), C(5; -8).  
         Определить  длину медианы СМ. 
 
Решение.  
Медиана СМ делит точкой М отрезок АВ пополам (рис. 4.3), т. е.      
АМ = МВ  
                   В                                  По формулам (4.3) 
                                                       
M
3 3 3 5
0,   4.
2 2M
x y  
                                                       Находим расстояние СМ по формуле (4.1) 
     .1314425)48()05( 22CM  
                                             
               Рис. 4.3 
 
§2. ПРЯМАЯ ЛИНИЯ. УРАВНЕНИЕ  ПРЯМОЙ  НА  ПЛОСКОСТИ 
 
Общее  уравнение  прямой 
 
В прямоугольных координатах любая прямая на плоскости определя-
ется уравнением первой степени относительно х и  у:  
 
                                         Ах + Ву + С = 0,                                          (4.4) 
где А, В и С – постоянные действительные числа и хотя бы одно из чисел А 
или В не равно нулю. 
И, обратно, любое уравнение вида (4.4) определяет на плоскости пря-
мую линию. Это уравнение называют общим уравнением прямой. 
 
Уравнение  прямой  с  угловым  коэффициентом 
 
Если В  0, то из уравнения (4.4) можно выразить у: 
B
C
x
B
A
y .    
Обозначив 
B
A
k  и 
B
C
b ,                                                                 (4.5) 
получим уравнение прямой                у = k х + b.                                       (4.6) 
  
Параметр k  называется угловым коэффициентом прямой, параметр 
b – начальной ординатой, а уравнение (4.6) – уравнением прямой с угло-
вым коэффициентом. 
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M 
C A
 33 
0                        x 
y 
Обозначим  – угол наклона прямой к 
оси Ох, т. е. угол, образованный прямой с 
положительным направлением оси Ох    
(рис. 4.4) и отсчитываемый против часовой 
стрелки от оси до прямой; тогда угловой ко-
эффициент прямой  
k  = tg α.                         (4.7) 
Параметр b равен ординате точки пе-
ресечения прямой с осью Оу. Для прямой, 
параллельной оси Ох,  α = 0 и k  = 0, ее 
уравнение у = b. 
        Рис. 4.4 
Прямая, параллельная оси Оу, углового коэффициента не имеет, так 
как для нее  = 900 и tg  не существует. Её уравнение х = а, где a – абс-
цисса точки ее пересечения с осью Ох (см. рис. 4.4). 
 
Угол между прямыми. Условия параллельности                                   
и перпендикулярности прямых 
 
Если даны уравнения двух прямых у = k 1х + b1 (1) и у = k 2х + b2(2), 
то угол  (рис.4.5) от прямой 1 до прямой 2 можно вычислить по формуле 
 
                                                                                                                         (4.8) 
                                                         
где 11 tgk , 
       22 tgk  – угловые коэффициенты 
прямых  1 и 2. 
 
    
          Рис. 4.5 
Стрелочка в формуле (4.8) показывает, что прямая 1 поворачивается 
против часовой стрелки до  прямой 2. Эта формула применима, если ни 
одна из прямых не параллельна оси Оу. 
Условие параллельности двух прямых:     k 1  = k 2.                          (4.9) 
Условие перпендикулярности двух прямых:   
2
1
1
k
k .                   (4.10) 
 
Уравнение пучка прямых. Уравнение прямой через две точки 
 
Если прямая проходит через точку М0(х0 ,у0) и ее угловой коэффици-
ент равен k  , то ее уравнение можно записать в виде 
 
                                               у – у0 = k (х – х0).                                   (4.11) 
B(0;b)                   x=a 
0               a        x 
2 1
1 2
,
1
k k
tg
k k
1 2
y (2)     (1) 
y 
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Если в уравнении (4.11) изменять значение k , то можно получить бес-
численное множество прямых, проходящих через точку М0(х0, у0) – пучок 
прямых. Поэтому уравнение (4.11) называется уравнением пучка прямых. 
 
        Построить прямую 2х – 5у + 10 = 0, определяя координаты двух 
        каких-либо ее точек. Вычислить угловой коэффициент прямой. 
Решение. 
Для построения прямой определим координаты точек пересечения с 
осями координат. Пусть А – точка пересечения с осью Ох, ее ордината          
у = 0, а чтобы найти абсциссу, подставим у = 0 в уравнение прямой 
010052x ,     2х = -10,      х = -5; А(-5;0).  
Аналогично находим точку В – точку пересечения прямой с осью Оу, 
приняв  х = 0.    
,010502 y    у = 2;   В(0;2). Построим точки А и В  и соединим их 
прямой (рис.4.6).  
Можно взять на прямой и другие две 
точки. Например, приняв, что х = 2, получим 
5
14
y  и точку С(2;
5
14
). Принимая х = -1, по-
лучим 
5
8
y  и точку )
5
8
;1(D . Построив точ-
ки С и D и соединив их прямой, получим 
снова ту же прямую. 
Вычислим угловой коэффициент по формулам (4.5): 
B
A
k ,  А = 2,  В = -5   и  
5
2
k . 
        Составить уравнение прямой, проходящей через точку М(4;-5) и  
  
        параллельной прямой,  2х + 3у – 12 = 0. 
Решение. 
Вычислим угловой коэффициент прямой  
3
2
1k . 
По условию параллельности прямых угловой коэффициент k 2 иско-
мой прямой также равен  -
3
2
. 
Подставив в уравнение у – у0 = k (х – х0) вместо х0 и у0 координаты точки 
М, получим )4(
3
2
5 xy или после преобразований 2х + 3у + 7 = 0 – урав-
нение искомой прямой. 
Если точки М1(х1; у1) и М2(х2; у2) лежат на прямой, то уравнение пря-
мой можно представить в виде 
12
1
12
1
yy
yy
xx
xx
;  (у2 у1,  х2 х1).                          (4.12) 
31 
32 
B(0;2) 
A(-5;0) 
y 
0         x  
Рис. 4.6 
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Угловой коэффициент k  можно вычислить по координатам данных 
точек по формуле                       
12
12
xx
yy
k .                                            (4.13) 
 
Расстояние от точки до прямой 
 
Если прямая задана общим уравнением Ах + Ву + С = 0, то расстояние 
от точки М0(х0;у0) до этой прямой вычисляется по формуле 
 
                                       .
22
00
BA
CByAx
d                                   (4.14) 
 
        Дан треугольник с вершинами  А(2; -1),  K(6; -4),  D(10; 3). 
        Найти уравнение и длину высоты DP.  
Решение. 
Составим уравнение прямой АК (рис. 4.7), используя формулу 
                                                   
                                                                         .
12
1
12
1
yy
yy
xx
xx
       
  
                                                              Полагаем х1 = 2; у1 = -1: х2 = 6; у2 = -4 
. 
        
                   Рис.4.7                                    ;
14
1
26
2 yx
       .
3
1
4
2 yx
 
Преобразуем полученное уравнение  -3х + 6 = 4у + 4,  3х + 4у – 2 = 0, 
угловой коэффициент прямой  АК .
4
3
1k  
Угловой коэффициент DP 
1
2
1
k
k  (по условию перпендикулярности), 
,
3
4
2k  уравнение DP запишем, используя уравнение пучка прямых 
у – у0 = =k2(х – х0), 
где  х0 = хD , у0 = уD ,    у – 3 = 
3
4
 (х – 10)  или  4х – 3у – 31 = 0 (уравнение DP). 
Далее вычислим длину высоты DP по формуле расстояния (4.14) от 
точки D (10; 3) до прямой АК (3х + 4у – 2 = 0). Здесь А = 3,  В = 4,  С = -2, 
х0 = 10,  у0 =3. 
.8
5
40
43
234103
22
DPd  
 
         Дан треугольник с вершинами А(0; 5), В(3;1), С(-6;3) – рис. 4.8. 
                 Найти точку пересечения медиан треугольника.  
                                                              
33 
34 
A                                         D 
K 
P 
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Решение.   
Медианы треугольника пересекаются в 
одной точке, поэтому достаточно найти 
уравнения двух медиан и точку их пересе-
чения (CN и АК).  
Так как точка N – середина отрезка АВ, 
то ;
2
3
2
30
Nx  ;3
2
15
Ny  ).3;2
3
(N  
Точно также находим координаты точки 
К – середины отрезка СВ: 
6 3 3
;
2 2K
x    
1 3
2;
2K
y    ).2;
2
3
(K  
Записываем уравнения медиан CN и АК, зная координаты двух точек 
на каждой из них: 
1) уравнение CN    .
33
3
6
2
3
6 yx
 
Знаменатель правой дроби равен нулю, так как ординаты точек С и N 
одинаковы, значит, прямая CN параллельна оси абсцисс и ее уравнение 
у – 3 = 0 или у=3; 
2) уравнение АК     
52
5
0
2
3
0 yx
  или  2х – у + 5 = 0. 
Определим координаты точки Р пересечения медиан (см. рис. 4.8), для 
этого решим систему, составленную из уравнений этих линий 
2 5 0
3.
x y
y
 
Находим значение х , подставив в 1-е уравнение у = 3. 
2х – 3 + 5 = 0,   х = -1;   Р(-1; 3). 
 
       Издержки производства 100 ед. некоторого товара составили    
        300  тыс. руб., а издержки производства 500 ед. товара – 600 тыс. 
руб. Определить издержки производства 400 ед. товара при условии, что 
зависимость издержек от объема продукции линейна. 
Решение. 
Обозначим: х – количество произведенного товара, у – издержки про-
изводства. Так как у = у(х) – линейная функция, ее графиком является пря-
мая линия. 
Составим уравнения прямой, проходящей через точки А(100; 300) и 
В(500; 600): 
,
300600
300
100500
100 yx
   ,
300
300
400
100 yx
   225
4
3
xy   (уравнение АВ). 
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Определим издержки производства 400 ед. товара, подставив х = 400 в 
уравнение .525225
4
4003
y  
Итак, издержки производства 400 ед. товара составят 525 тыс. руб. 
 
Задачи для самостоятельных упражнений 
 
 
       Даны уравнения двух сторон прямоугольника  3х – 4у + 5 = 0,  
       4х + 3у – 7 = 0 и одна из его вершин А(-2; 1). Найти уравнения двух 
других сторон прямоугольника. 
 
       Дан треугольник с вершинами А(1; -1),  В(-2; 1),  С(3; -5).  
       Найти уравнение перпендикуляра, опущенного из вершины А на 
медиану ВМ. 
 
       Найти точку В, симметричную  точке А(1; 7) относительно прямой  
2х – 5у + 4 = 0. 
 
Ответы:           36.  3х – 4у + 10 = 0,  4х + 3у + 5 = 0. 
                         37.  у = х – 2.         38.  В(5;-3). 
 
§3. КРИВЫЕ  ВТОРОГО  ПОРЯДКА 
 
В предыдущем параграфе мы рассмотрели уравнения прямой линии 
на плоскости – это уравнения первой степени относительно х и у. Следую-
щими по сложности являются уравнения второй степени 
Ах2 + Вху + Су2 + Dх + Eу + F = 0, 
где А, В, С, D, Е, F – постоянные действительные числа  и по крайней мере 
одно из чисел А, В, С не равно 0. 
Кривой (линией) второго порядка называется множество точек плос-
кости, прямоугольные координаты  х, у  которых удовлетворяют уравне-
нию второй степени. 
Рассмотрим три линии: окружность, параболу и гиперболу. Уравнения 
этих кривых второй степени. 
 
Окружность 
 
Окружность – это множество точек плоскости, равноудаленных от 
данной точки той же плоскости (центра). 
Если  R – радиус окружности, а С(х0; у0) – ее центр, то уравнение ок-
ружности имеет вид:       
(х – х0)
2
 + (у – у0)
2
 = R
2
.                                      (4.15) 
36 
38 
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Если центр окружности совпадает с началом координат О(0; 0), то 
уравнение  (4.15) примет вид      х2 + у2 = R2. 
 
        Известны концы диаметра окружности А(-4; -2) и В(2; 6).  
        Написать уравнение окружности. 
                                                     Решение. 
                                     
                                                    Центр окружности С (рис.4.9) делит отрезок 
                                                    АВ пополам, следовательно, координаты 
                                                    точки равны:  ;1
2
24
2
BA
C
xx
x  
                                                                            .2
2
62
2
BA
C
yy
y  
 
                Рис. 4.9 
Вычислим радиус окружности   .5)22()41( 22ACR  
Воспользуемся уравнением (4.15) и получим  .25)2()1( 22 yx  
 
         Определить координаты центра и радиус окружности 
         .02041022 yxyx  
 
Решение. 
Сгруппируем слагаемые, содержащие только х или только у, и допол-
ним их до полных квадратов: 
;0204)44(25)2510(20)4()10( 2222 yyxxyyxx  
.49)2()5( 22 yx  
 
Уравнение данной окружности приведено к виду (4.15). Центр окруж-
ности находится в точке С(-5; 2), а радиус R = 7. 
 
        Найти угол между радиусами окружности 06422 yxyx ,  
         проведенными в точке ее пересечения с осью Ох. 
Решение.  
Выделим полные квадраты относительно переменных х и у и приве-
дем уравнение окружности к виду (4.15): 
 
,09)96(4)44( 22 yyxx  
,13)96()44( 22 yyxx  
.13)3()2( 22 yx  
Центр окружности   С(-2; 3),       R = 13 . 
Найдем точки пересечения окружности с осью Ох (рис. 4.10). В этих 
точках значение  ординаты у = 0, подставим у = 0 в уравнение окружности:   
х2 + 4х = 0,    х (х +4) = 0;         1 20,   4.x x  
39 
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 1         2 
Искомые точки пересечения окруж-
ности и оси Ох  О(0; 0) и А(-4; 0).  
Угол  между  радиусами  окружности  
OCA   определим  по  формуле  (4.8)  
.
1 21
12
kk
kk
tg  
Угловой коэффициент СО определим 
по координатам точек О и С,   
.
2
3
02
03
2k  
Угловой коэффициент радиуса СА  .
2
3
42
03
1k  
Далее,  .4,2
5
12
4
9
1
3
2
3
)
2
3
(1
2
3
2
3
tg  
По таблицам тригонометрических функций по значению 4,2tg  
находим значение .67
0
 
 
Парабола 
 
Парабола – это множество точек плоскости, равноудаленных от 
данной точки F (фокуса)  и данной прямой (директрисы D1D2), лежащих 
в этой же плоскости. 
Если фокус параболы взять на  одной из  осей  координат  на  рас-
стоянии 
2
p
 от начала координат, а директрису провести перпендикуляр-
но той же оси на том же расстоянии 
2
p
 по другую сторону от точки О, то 
можно рассмотреть четыре случая расположения параболы в системе 
координат и соответственно четыре уравнения (канонических) параболы 
(рис. 4.11). 
Итак, число p – расстояние от фокуса параболы до директрисы, р > 0. 
Пусть М(х; у) – произвольная точка параболы, тогда  (по определению па-
раболы)  MF = МК. 
Уравнение параболы ,2
2 pxy  
уравнение директрисы .
2
p
x  
 
 
А                       0          x 
Рис. 4.10 
y 
C 
(4.16) 
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                                                                                                                D2        
          D2   K              M 
в 
 F(0;2) 
A                                  B    
                  0                   
y= -2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 4.11 
                     
Во всех случаях (см. рис. 4.11, а, б, в, г) точка О является вершиной 
параболы, а ось координат, содержащая фокус F, является осью симметрии 
параболы. 
 
      Построить параболу х2 = 8у, найти координаты фокуса и  
        уравнение директрисы. 
Решение. 
 
Из канонического уравнения парабо-
лы следует, что 2р = 8, значит, параметр 
параболы р = 4. Вершина параболы совпа-
дает с началом координат, ветви параболы 
направлены вверх, Оу – ось симметрии. 
Возьмем на параболе две  точки, симмет-
ричные относительно Оу, пусть у = 2, под-
ставим это значение в уравнение  параболы 
16282x ,   .42,1x   Построим точки 
А(-4; 2) и В(4; 2) и через точки А, О и В про-
ведем кривую  (рис. 4.12)  
42 
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Рис. 4.12 
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Фокус параболы F(0;
2
p
), т. е. F(0;2), уравнение директрисы .2y  
 
       Составить уравнение прямой, проходящей через фокус параболы 
       xy 16
2
 под углом 1350 к оси абсцисс. 
Решение. 
Из уравнения параболы находим, что 2р = 16 и р = 8. Фокус параболы 
расположен влево по оси Ох и имеет координаты (-4; 0). Искомая прямая 
наклонена к оси Ох под углом 1350,  ее угловой коэффициент 
.145)4590(135 0000 tgtgtgk  
 
Воспользуемся уравнением пучка прямых и составим уравнение ис-
комой прямой     у – 0 = -1(х + 4),   у = -х – 4. 
 
Равносторонняя  гипербола 
 
Прямая называется асимптотой данной кривой, если при неограни-
ченном удалении точки кривой от начала координат расстояние этой точки 
от прямой стремится к нулю. 
Наличие асимптот является особенностью кривой, называемой равно-
сторонней гиперболой (гиперболу в общем виде мы здесь не рассматриваем). 
Равносторонней гиперболой, асимптотами которой являются оси ко-
ординат, называется множество точек плоскости, произведение координат 
которых есть величина постоянная. 
Пусть М(х; у) – произвольная точка гиперболы, тогда? обозначив про-
изведение ее координат числом k , получим уравнение равносторонней ги-
перболы 
     ху = k   или  .
x
k
y                                      (4.17) 
Заметим, что уравнение (4.17) выражает обратную пропорциональную 
зависимость между переменными х  и  у, известную из школьной матема-
тики. 
Из уравнения (4.17) можно установить следующие свойства гиперболы: 
1) гипербола состоит из двух ветвей,  
расположенных в I и III четвертях при  
k >0, и во II и IV четвертях при k <0   
(рис. 4.13); 
2) оси координат являются асимпто-
тами гиперболы; 
3) гипербола имеет две оси симметрии, 
которые совпадают с биссектрисами  коор-
динатных углов, (у = х и у = -х), а, следова-
тельно, и центр симметрии – точку O.  
43 
0k            y                0k  
x 0 
Рис. 4.13 
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        Написать уравнение равносторонней гиперболы,  если известно, 
        что она проходит через точку Р(1; -2). Построить кривую. 
Решение.  
Подставим координаты точки Р в уравнение ху = k  и получим, что 
1 ( 2) 2.k  
Отсюда искомое уравнение имеет вид  ху = -2  (или 
x
y
2
). 
Так как здесь k <0 , то ветви гиперболы расположены во II и IV чет-
вертях. Для построения кривой возьмем несколько точек с положительной 
абсциссой. Например, если  5,01x ,   12x ,   ,23x  то, подставив эти зна-
чения в уравнение  у = -
x
2
, получим  у1 = -4,   у2 = -2,   у3 = -1.  
Построим полученные точки и соеди-
ним их плавной линией. Во II четверти  
построим точки, симметричные точкам  
построенной ветви относительно точки О  
(рис. 4.14). 
 
 
 
 
                 
                 Рис. 4.14 
 
Некоторые  другие  виды  уравнений  линий  второго  порядка 
 
1. Уравнение cbxaxy
2
 приводится к виду  
                                             )(2)( 0
2
0 yypxx                               (4.18)       
и определяет параболу  с вершиной в точке М0(х0; у0) и осью симметрии, 
параллельной оси Оy. 
2. Уравнение cbyayx
2
 приводится к виду 
                                     )(2)( 0
2
0 xxpyy                             (4.19)     
и определяет параболу  с вершиной в точке М0(х0; у0) и осью симметрии, 
параллельной оси Оx . 
3. Уравнение 
dcx
bax
y   ( )0,0 cbcad  приводится к виду  
                                              
0
0
xx
k
yy                                         (4.20) 
44 
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и определяет  равностороннюю гиперболу с центром симметрии в точке  
М0(х0; у0) и асимптотами  ,
c
d
x   
c
a
y ,  параллельными осям координат. 
 
        Построить линию, определяемую уравнением .015362 yxx  
        Решение. 
Выделим полный квадрат относительно переменной х: 
,01539)96( 2 yxx  
63)3( 2 yx  или ).2(3)3( 2 yx  
Получилось уравнение вида (4.18), оно определяет параболу с верши-
ной М0 (3; 2), ветви параболы направлены вверх, ось симметрии х = 3. Нахо-
дим точку пересечения параболы с осью Оу, для чего х = 0 подставим в ее 
уравнение и получим –3у + 15 = 0, у = 5. 
Строим левую ветвь, проведя ее через полу-
ченные точки, правую ветвь строим сим-
метрично левой относительно прямой  х = 3  
(рис.4.15). 
 
          
 
 
       Рис. 4.15 
 
         Построить линию, заданную уравнением .
3
122
x
x
y    
Решение.  Преобразуем правую часть уравнения 
 
2 12 2 6 6 2 6 6 2( 3) 6 6
2 ,
3 3 3 3 3 3 3
x x x x
y
x x x x x x x
 
 
3
6
2
x
y  или .
3
6
2
x
y  
 
Сравнивая последнее уравнение с уравнением (4.20), видим, что оно 
определяет равностороннюю гиперболу с центром симметрии М0 (-3; 2) и 
асимптотами у = 2, х = -3. Так как k  = 6, ветви гиперболы расположены  в I 
и III четвертях по отношению к точке М0 . Если х = 0,  у = 4 и точка А(0; 4) – 
точка пересечения кривой с осью Оу. При у = 0  0
3
122
x
x
 и  ,0122x     
х = -6.  Точка В(-6; 0) – точка пересечения  гиперболы с осью абсцисс. Ис-
пользуя  полученные точки, строим ветви  гиперболы (рис. 4.16). 
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Рис.4.16 
 
 
Задачи  для  самостоятельных  упражнений 
 
 
        Найти точки пересечения гиперболы  ху = -8  и прямой   х-у = 6. 
 
       Написать уравнение окружности, если ее диаметром является  
       отрезок,   отсекаемый параболой  у2 = х + 4 на оси ординат. 
 
 
       Составить уравнение прямой, соединяющей центр окружности           
       х2 + у2 – 4x + 6у – 68 = 0   с фокусом параболы   х2 = 16у. 
 
   Ответы:    47.  (2; -4),(4; -2).       48.  x2 + y2 = 4.     49.  .4
2
7
xy  
47 
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